Sakli Markov Model Karigsimlart i¢in Spektral
Ogrenme
Spectral Learning of Mixtures of Hidden Markov
Models

Yusuf Cem Siibakan', Oya Celiktutan®, Ali Taylan Cemgil?, Biilent Sankur!
Elektrik-Elektronik Miihendisligi', Bilgisayar Miihendisligi?
Bogazigi Universitesi, Bebek 34342
{cem.subakan; oya.celiktutan; taylan.cemgil; bulent.sankur } @boun.edu.tr

Ozetce —Bu c¢alismada, Sakh Markov Modeli (SMM) ola-
rak modellenen zaman serilerinin topaklandirilmasi icin yeni
bir yontem onerilmektedir. Topaklardaki SMM parametrelerinin
giincellenmesi icin son yilarda yapay ogrenme literatiiriinde
popiiler olmaya baslayan sakh degisken modelleri icin spektral
ogrenme yontemleri kullanilmaktadir. Spektral yontemler, ahsi-
lagelmis beklenti-enbiiyiitme yaklasimimin aksine, sakli degisken
modellerinde tek adimda parametre kestirimi yapmamz saglar.
Bu sebeple, 6nerdigimiz yontem hesap karmasikligi bakimindan
ahisilagelmis yontemlerle SMM-topaklandirmaya gore hesap kar-
masikhigi bakimmdan daha ucuzdur.

Anahtar Kelimeler—Sakli Markov Modeli, Karisum Modeli,
Spektral Ogrenme

Ozet—In this work, we propose a novel approach for cluste-
ring Hidden Markov Models (HMMs). We use spectral learning
for latent variable models to learn HMM parameters in each
cluster. Unlike conventional expectation-maximization algorithms,
spectral learning enables us to do parameter estimation in latent
variable models without iterating, in local optima free fashion.
For this reason, our algorithm is computationally cheaper than
clustering HMMs with conventional approaches such as EM.

Keywords—Hidden Markov Model, Mixture Model, Spectral
Learning

I. GIRIS

Sakli Markov Modeli (SMM), zaman serisi modellemek
i¢in otomatik 6grenme literatiiriinde yaygin olarak kullanilan
bir yaklasimdir. Bu modelde, gozlemlerin sakli bir Markov
durum dizisine kogsullu bir olasiliksal kurala bagli olarak
dretildikleri varsayilir. SMM’lerin genis bir uygulama alam
olmakla beraber, bunlara 6rnek olarak konusma tanima [1],
miizik analizi [2], zaman serisi topaklandirma [3], [4], [5], [6]
verilebilir. Bu calisma SMM olarak modellenen zaman serile-
rinin topaklandirilmasi ile ilgilidir. Bu amacla, son donemde
popiiler olmaya baslayan sakli degisken modelleri i¢in spektral
ogrenme yontemlerinden [7], [8], [9] yararlanilmaktadir.

Saklt Markov Modeli topaklandirma konusunda literatiirde
cok fazla calisma bulunmamaktadir. Caligmalarin ¢ogu, olabi-
lirlik enbiiylitmeye dayali parametrik topaklandirma yapmak-
tadir [3], [5], [4]. Zaman serileri arasindaki benzerligi bir ¢izge
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modeline oturtan ve spektral topaklandirmay1 [10] kullanarak
topaklandirma yapan bir yontem de mevcuttur [6]. Bizim ca-
lismamizda, [6]’daki gibi bir ¢izgesel spektrum yontemi degil,
gozlemlenebilir momentlerin 6zdeger spektrumuna dayali bir
yontem kullanilmagtr.

Literatiirdeki parametrik SMM karigimi 6grenme algo-
ritmalarinin  birgogunda parametre kestirimi icin beklenti-
enbiiytitme algoritmast (EM) kullanilmaktadir. Beklenti-
enbiiylitme algoritmas1 sakli degisken modelleri ig¢in en sik
kullanilan parametre kestirimi algoritmalarindan biri olmakla
beraber, yerel maksimumlara takilma egilimi gostermekte ve
dongii yapmay1 gerektirmektedir.

Beklenti enbiiylitme kullanarak SMM karigimi  68ren-
meyi ele alalim: Her dongiide biitiin topaklar igin beklenti-
enbiiylitme algoritmasi ile parametre kestirimi yapmamiz ge-
reklidir. Bizim ©nerimiz, beklenti-enbiiylitme algoritmas1 ye-
rine tek adimda spektral 6grenme kullanarak parametre kesti-
rimi yapmaktir. Bu yaklagimin baglica getirileri hesap yiikiiniin
azaltilmasidir ve parametre kestirimi icin ilklendirme yapmak
zorunda kalmamaktir.

Sakli degisken modelleri i¢in spektral yontemler, verinin
diisiik dereceli momentlerini kullanarak model parametreleri-
nin kestirilmesini 6zdeger-6zvektor ayrigtirma problemine in-
dirgelerler. Bu yaklasim istatistikteki moment esleme yontemi
ile iligkilidir. Bu alandaki ilk goze batan ¢alisma Sakli Markov
Modellerinde olabilirlik kestirimi icin [7] yapilmistir. Ardindan
karisim modelleri, LDA, ICA gibi diger popiiler modellere
de uygulanmistir [8], [9]. Bu yontemlerin genel sakli agag
yapilarina genellenmesi de mevcuttur [11].

Onerilen yontem, ornek uygulama olarak insan bedeninin
devinimlerini yakalama (MoCap: Motion Capture) verisinin
modellenmesi igin, bir bagka deyigle insan viicudu {istiinde
alinan nirengi noktalarinin uzay-zamandaki degigimlerinin mo-
dellenerek insan hareketlerinin betimlenmesi ve topaklandi-
rilmast amaciyla kullanilmigtir. Onerdigimiz yontem, bu veri
tistinde beklenti en-biiyiitme yaklagimiyla karsilagtirilabilir
performans vermekte ve siire agisindan 3-4 kat kazang sag-
lamaktadir.

Bildirinin akig1 su sekildedir. 2. Bolimde SMM ve SMM
icin spektral 6grenme yontemi tamimlanmigtir. 3. Boliimde ise
SMM karisimlar1 ve SMM karigimlarin1 6grenme yontemleri



verilmistir. 4. Boliim karsilagtirmali deneysel sonuclart ve 5.
Bolim ise gelecek calismayi 6zetlemektedir.

II. TEMEL TANIMLAR
A. Simgelem
Makalede baglica kullanilan notasyon asagidaki gibidir:

e Degisken listeme: z1.7 = {z1,22,...,27}.

e N boyutlu olasihk simpleksi: AN-! =
{(p17p27' o 7pN) S RN| Pn > 0 vny ann = 1}

o Dis carpim: (z ® y)i; = Y.

e N boyutlu standart taban vektor kiimesi: £V =
{e1,€2,...,en} , ey, n’inci elemant 1, geri kalam 0
olan bir vektordiir.

e  Gosterge fonksiyonu: V(z,y) € Z,
[z=yl=1[z#y =0
B. Sakli Markov Modelleri

Bir SMM’ye gore, gozlem dizisi x;.7 asagidaki gibi bir
olasilik dagilimdan gelir:

T
p(zrrl0) = Y [ (@il he)p(helhi—s) (D

hi.r t=1

hi.p sakli durum dizisi ve 8 = (A4, O, ) model paramet-
releridir ve agagidaki gibi tanimlanmistir:

7y =p(h1 = ulhg) = p(h1) ()
A :p(ht = u|ht71 = 'U); t>1 (3)
Ou :E[xt|ht = U] (4)

Bu tanimlarda, ilk durum dagilimi 7 € AE-1 durum
gecis matrisi A € REXK ve A, € AK-1 gozlem matrisi
O € RP*E_ K sakl durum sayis1, D ise gozlem vektoriiniin
boyudur. Gozlem modeli p(x¢|h:)’ nin ne olacag: belirtilme-
migtir (siirekli, ayrik hatta melez bile olabilir), uygulamaya
uygun olarak secilmeye birakilmustir.

C. Sakli Markov Modelleri icin Spektral Ogrenme

Amaglanan, gozlemlenen z;.r dizisinin diisiik dereceli
momentlerini kullanarak, yineleme yapmadan model paramet-
relerini kestirmektir [8].

Lemma 1: Ikinci ve iiciincii derece momentler model pa-
rametrelerine asagidaki gibi baghdir:

E[zs ® 1] =0 AAdiag(r)O” 6))
ZE[mg, ®x1 ® xo = 1]n; =E[zs @ 21 ® x2](n) (6)

3

=0 Adiag(0"'n) Adiag(r)O”

Burada 7 standart taban vektor kiimesi £7°den secilmistir.

Lemma 2: Oyle iki U € RP*E ve V € RP*K matrisi
alahm ki (UTOA) ve (VT Odiag(m) AT diag(Am)~') matrisleri
tersinir olsun. D > K kosulu saglanirsa,

B(n) :=(UTE[z3 ® 71 @ 25](n)V)(UTE[zz @ 21]V) ™' (7)
=(UT0A)diag(OTn)(UTOA)!

Burada U ve V igin bir tercih E[xz3®x1] matrisinin ilk K (sira-
styla) sag ve sol tekil vektorlerdir. Buna gore, denklem (7)’deki
B(n) € REXK matrisinin 6zdegerlerinin O vektoriiniin
elemanlar1, ozvektorlerinin ise UTOA matrisinin siitunlari
olacagma dikkat ¢ekelim. B(n) tamamen gozlemler 1g1§inda
hesaplayabilecegimiz bir matristir, nitekim E[z3 ® z1 ® x2](n)
ve E[z3 ® x1] veriden hesaplamanin miimkiin oldugu ampirik
momentlerdir. Bu gozlemler dogrultusunda SMM parametre-
leri (O, A) 6grenilmesi igin Algoritma 1 kullanilabilir.

Algorithm 1 SpektralSMM
Girdi: Gozlem dizisi x1.7 A
Cikti: Kestirilmis Parametreler: O, A.

1. Veri z1.7’den E[zs ® 1] ve E[z3 ® 21 ® 2] matrislerini
kestir.

2. Tekil deger ayrnigimi E[zz @ z1] = UXVT ile U ve V
matrislerini 6gren.

3. Ozdeger-dzvektor ayrisgimi B(e;) = Rdiag(OTe;)R™!

.

ile O matrisinin ilk satirin1 ve R = UTOA matrisini 6gren.

4.de{2,...,D} icin Oy, = R™'B(eg)R.

5.A=(UO)'R

B(n) matrisinin 6zdegerlerinin siras1 6zvektorlerinin si-
rasina bagli olduguna dikkat cekelim. 1. adim haricindeki
adimlarda R’nin kullanilmasinin sebebi, 6zdeger sirasi tutar-
Iiligint korumaktir. Son olarak, burada, ampirik momentleri
kullanirken biitiin zaman anlarindaki veri x1.7’yi kullanmamiz
miimkiindiir. Buradaki varsayim, sakli durum degiskenleri A,
Markov zincirini bir kararli durum dagilimina yakisadigidir

(71, [8].
III. SMM KARISIMI

A. Olasiliksal SMM karisim modeli

Karigim modelleri, gdzlemlenen veriyi birden fazla dagi-
Iimin konveks kombinasyonu olarak modellemeyi saglar. Veri
y1:~ i¢in standart bir karigim modeli agagidaki gibi yazilabilir:

zil ¢~ Discrete(c) (8)
M
yil 2,01 ~ H p(yi|9k)[z'i:m] ©)
m=1
Burada z; € {1,..., M} veri noktalar1 y;’lerin ait olduklar

topaklar1 belirten gosterge degiskeni, 6, ise m’inc1 topagin
parametreleridir. ¢ € AK~1 ise karigim oranlarini veren ola-
silik dagilimidir. Ornegin, yaygin olarak kullanilan Gauss ka-

rigtm modelinde p(y;|0,) = N (245 fm, 02,) olarak alimr. Bu



calismada p(y:|0m) = Y, TIi—y P@ril hei)p(heilhi-1.)
sakli markov modeli olarak alinmugtir.

B. Beklenti-enbiiyiitme algoritmasi ile SMM karisimi ogrenme

Parametrik bir SMM Kkarigimi beklenti-enbiiyiitme algorit-
masiyla 6grenilebilir [4]. Ornek olarak, ayrik gozlem dagilimi
olan bir SMM icin beklenti-enbiiyiitme algoritmas: asagidaki
gibidir.

e  Beklenti adimu:

Z%:l cmp(yi |0m)

(10)

Wim =

e  Enbiiyiitme adimui:

or = sz\il Wim, ZtT;l[l’t = Z]Elm([ht = uD
lu — N T e —
Sl Sy Dilaloe = M=)

>y Wim Yy B ([he = w][he—1 = v])

m __
Auv*

ZzN:l Wirm D 23:1 Ei, ([he = w'][h—1 = v])
(12)

o _ iy WimE (b = u])
Zivﬂ Wim

Beklenti adiminda ¢’inci dizi y;’nin m’inc1 topakta olma
olasilif1 w;,, olarak hesaplanir. Enbiiyiitme adiminda, m’inc1
topak parametreleri O™, A™, 7™ biitiin sakli durum dizileri
hi. nin m’mer topak icin yeterli istatistikleri E,, ([h: = u])
ve Ep([he = u][he—1 = v])’nin wjy, ile agirlikli toplamu
alinarak giincellenir. Diger bir deyisle her yinelemede yeterli
istatistikleri NV tane dizi ve M topak icin hesaplamamiz
gerekir. Dolayisi ile ortalama uzunlugu 7', sakli durum sayist
K olan diziler i¢in E beklenti-enbiiyiitme iterasyonu yaklagik
O(K?T N M E) hesap yiikiine sahiptir (Yeterli istatistikler kam
yayilimi (belief propagation) algoritmasi ile K27 zamanda he-
saplanabilir. ) Burada sunulan algoritmanin yumusak topaklan-
dirma olduguna dikkat ¢ekelim. Kesin topaklandirma yapmak
icin beklenti adimimi, m* = argmax,,p(y;|0m), Wim = 1,
w;« = 0 olarak degistirmek yeterli olacaktir. Bu durumda
yeterli istatistikler sadece topaktaki diziler kullanilarak he-
saplanabilir. Bu algoritmanin karmagikli§1 ise yaklagik olarak
O(K?TN E) mertebesindedir.

13)

C. Spektral ogrenme kullanarak SMM topaklandirma

Bu boliimde, SMM topaklandirmak icin, spektral 6gren-
meye dayanan yeni bir yontem oOneriyoruz. Bolim II-C’de
anlatilan spektral 6grenme yontemine gore, belirli kosullar
altinda, bir SMM’yi sadece gozlemlenebilir momentleri kul-
lanarak &grenebiliriz. Onerdigimiz algoritma, bolim II1-B’de
onerilen kesin topaklandirma algoritmasindaki parametre kes-
time (enbiiyiitme) adimini spektral 6grenme yontemi kulla-
narak yapmaktadir. Boylelikle, her yinelemedeki parametre
kestirme adimi N adet 7' uzunluklu dizi iistiindeki kamn
yayilimi algoritmas1 yerine, M adet tekil de8er ayrigimu,
M adet 6zdeger ayristmi ve M x L adet matris ¢arpimina
doniismektedir. Dikkat edilecegi iizere bu hesap yiikii dizi
sayisindan bagimsizdir ¢iinkii dizilerin ampirik istatistiklerini,
algoritmanin baginda bir kere cikarmak yeterlidir. Algoritma
2’de onerilen yontem Ozetlenmisgtir.

Algorithm 2 Spektral yontem ile K-SMM
fori=1— N do _ _
Elz} ® 2} ® 23], E[zh ® ] istatistiklerini topla;
end for

Topak iiyelik degiskenleri z1.n’yi rastgele ilklendir
for e = 1 — maxiter do
for k=1— K do
0y + SpektralSMM({y,,|Vn, z,, = k})
end for

fori=1— N do
Zi = argmaxkp(yn‘ek)
end for
end for

Algoritma 2 i¢inde SpektralSMM parametre kestirimi algo-
ritmasinin (Algoritma 1) 2. adimin istatistikleri bagta bir kez
toplayarak atlayabiliriz. Topaklarin gozlemlenebilir moment-
leri E[zs ® z1 ® x2] ve Elxs ® x1], z1.v aidiyet dediskenleri
kullanilarak, algoritmanin ilk adiminda ¢ikardigimiz istatistik-
ler sayesinde hizli olarak hesaplanabilir.

IV. DENEYSEL SONUCLAR
A. Oyuncak Problem

Oyuncak problem olarak basit sekil gezingelerini topak-
landirmaya calistik. Deneklerden bilgisayar faresi ile cesitli
sekiller, ornegin, 1, 7, L, ve V, ¢izmelerini istedik ve bu
sekillerin uzamsal koordinatlarim kaydettik. Her bir simiftan
10’ar gezinge iiretilmistir. Iki boyutlu x-y koordinat gezingele-
rinin zamana gore birinci tiirevleri, gozlem modeli iki boyutlu
yonbagimsiz Gauss dagilimi olan SMMler ile modellenmistir.
Onerdigimiz algoritma ile alinmg ornek sonuclar Sekil 1 ve
2’de verilmistir. Goriilecegi lizere algoritma hata yapmaksizin
gezingeleri ayirt etmektedir.

LV

Sekil 1. L ve V harf gezingelerinin topaklandiriimasi.

Sekil 2. 7 ve 1 rakam gezingelerinin topaklandirilmast.

B. Devinim Yakalama Verisi

Onerdigimiz yontemi gercek bir veri iistinde de dene-
dik. Bu amagla, HDMO5 insan devinimleri (MoCap: Mo-
tion Capture) veritabanini [12] kullandik. Bu veri kiimesinde
insan viicudunun 40 farkli nirengi noktasinin zamana bagh



3B koordinatlar1 verilmistir. Sekil 3’de tekme atma smifina
ornek bir dizi gosterilmektedir. Deneylerimizde, tekmeleme
ve yumruklamadan olusan iki simif edim dizisini topaklandir-
dik. Kisaca, her denek ileri dogru iki tekme ya da yumruk
atmakta ve toplamda, her sinif icin ortalama gerceve sayist
500 olan 10’ar video dizisi bulunmaktadir. Bu iki edim birbi-
rinden farkli gibi diigiiniilse de, bazi video dizilerinde siniflar
aras1 benzerlik yiiksek olmasi, ornegin, ileri dogru yumruk
atarken denegin ayaklarin1 da hareket ettirmesi, ve farkl
kamera acilar1 bu problemi zorlu kilmaktadir. Algoritmaya,
3B koordinatlarin zamana gore birinci tiirevini girdi olarak
verdik. Durum sayis1 K = 3 olan SMM kullandik. G6zlem
modeli olarak yon bagimsiz ¢ok boyutlu Gauss dagilimi al-
dik. Tablo I'de "tekmeleme" ve "yumruklama" simiflarindan
olusan verikiimesi iistiinde elde edilen bagarimlar verilmis,
bir dongii icin gecen siireler karsilastirilmigtir. Sekil 4’te ise
ayn1 veri istiinde topaklandirilmig iic 6rnek dizi verilmigtir.
Burada performans degerlendirmesi i¢in yontemleri rastgele
ilklendirerek 10 defa baglattik ve ortalama basarimlar1 (Tablo
I, 2. siitun), ulastiklar1 en yiiksek basarimlari (Tablo I, 3.
siitun), bir dongii i¢in gecen zamam (Tablo I, 4. siitun) ve
yakinsama icin gerekli ortalama yineleme sayisim (Tablo I,
5. sititun) kaydettik. Beklenti-enbiiyiitme algoritmasinin, pa-
rametre kestiriminde bagarili olmasi icin parametrelerin iyi
ilklendirilmesi gerektiginden, denemelerin ¢ogunda en yiiksek
bagarima ulasamamaktadir. Dolayisti ile ortalama basarimi daha
diisiiktiir. Spektral yontem ise, iyi ilkleme gerektirmediginden
bu problemle karsilagmamakta ve en yiiksek performansa daha
fazla ulasmaktadir. Parametre ilklendirmesi gerektirmemesinin
yanisira, spektral yontemin esas iistiinliigii yineleme siiresi-
nin beklenti en-biiylitme algoritmasina gore diisiik olmasidir.
Ortalamada yakinsama igin gereken adim sayisi daha fazla
olmasma ragmen ortalama toplam siirede EM1’den yaklagik
2 kat, EM2’den ise yaklasik 3 kat hizlidur.
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Sekil 3.  HDMOS [12] veritabanindan ornek "tekmeleme" dizisi.
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Sekil 4. "Tekmeleme" ve "yumruk" dizilerinin topaklandirilmasi sonucu elde
edilen ii¢ Ornek dizi. Burada yatay eksen zaman, diisey eksen ise nirengi
noktasi indeksidir.

Tablo 1.

SPEKTRAL YONTEM VE BEKLENTI-ENBUYUTME

ALGORITMALARININ TEKMELEME VE YUMRUK SINIFLARINDAKI 10’ AR
DIZI USTUNDEN KARSILASTIRILMASI. EM1: BEKLENTI-ENBUYUTME
ALGORITMASI KESIN TOPAKLANDIRMA, EM2: BEKLENTI-ENBUYUTME

ALGORITMASI YUMUSAK TOPAKLANDIRMA.

Ortalama Max Dongii Ortalama

Basarim(%) | Bagsarim(%) | siiresi* (s) yakinsama
EM1 70 100 7.5 32
EM?2 73 100 12 2.9
Spektral 76 100 3.1 3.8

*Gergeklestirim: 3.33 GHz dual core CPU, 4 GB RAM, Yazilim: MATLAB

V. VARGILAR

Bu calismada SMM topaklandirmak i¢in yeni bir algoritma
onerdik. Bu algoritma, beklenti-enbiiyiitmeye dayali topaklan-
dirma yaklasimdan hesap yiikii bakimindan daha hafif olmakla
beraber, bagar1 agisindan karsilagtirilabilir sonuglar vermekte-
dir. llerideki ¢aligmalarda, spektral 6grenme yontemlerini diger
SMM topaklandirma yaklagimlarina uyarlamaya calisacagiz.
Ornegin, [6]’deki spektral topaklandirmaya dayali yaklagimda,
parametre kestirme adimi, spektral 6grenme ile gerceklestiri-
lebilir. Ayrica, yeni topaklar agmamizi saglayan, parametrik
olmayan Bayes¢i yaklagimlarda karsilagilan hesaplamasi gii¢
integraller spektral 6grenme yardimi ile hesaplanabilir.
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